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ИСТОРИЯ РАЗВИТИЯ СИСТЕМЫ ОСТАТОЧНЫХ КЛАССОВ  

В КОМПЬЮТЕРНОЙ ТЕХНИКЕ 

 

Аннотация. Описана история развития систем счисления в остаточных классах (СОК). В СОК 

многоразрядное целое число в позиционной системе счисления представляется в виде последова-

тельности нескольких малоразрядных позиционных чисел. В настоящее время СОК часто применяет-

ся при разработке эффективных и высокопроизводительных процессоров специального назначения, а 

также широко используется и в криптографии. 

Ключевые слова: системы счисления в остаточных классах, модулярная арифметика, непози-

ционные полиномиальные системы счисления, вычеты. 

 

Введение 

В традиционной позиционной системе счисления значение каждого числового знака (цифры) 

при обозначении числа зависит от его позиции, или разряда при записи числа. К позиционным систе-

мам счисления относятся такие известные системы, как десятичная и двоичная, название определяет-

ся основаниями этих систем 10 (десять) и 2 (два). Используются также позиционные системы с осно-

ваниями 60, 16, 12 и 8. Основанием системы может быть выбрано любое число.  

Кроме позиционных систем счисления, существуют непозиционные системы счисления, в ко-

торых запись чисел основана на других принципах. Один из примеров таких систем – известные рим-

ские цифры, которые записываются в виде символов, означающих значение цифры: например,  I – 

единица, V – пять, X – десять, L – пятьдесят, C – сто. Например, число 176 запишется как CLXXVI. 

Другой пример непозиционных систем – это системы счисления в остаточных классах (СОК), кото-

рая является системой представления данных в вычислительной арифметике. В СОК многоразрядное целое 

число в позиционной системе счисления представляется в виде последовательности нескольких малораз-

рядных позиционных чисел. Эти числа есть остатки (вычеты) от деления  исходного числа на основания 

СОК, являющихся взаимно простыми числами. Первые упоминания об этой системе можно найти в работе 

греческого философа Никомаха Герасского – «Введение в арифметику» [1].  

Один из методов представления числа в системе остаточных классов базируется на китайской 

теореме об остатках, описанной китайским математиком Сунь Цзы [2] в III в. нашей эры, которая 

гласит, что любое число может быть представлено своими остатками (вычетами) от деления на сис-

тему оснований, которую образуют попарно простые числа. В 1247 году эта теорема была обобщена 

и доказана Цинь Цзюшао [3,4]. 

Арифметические операции в СОК (синонимы - модулярная арифметика, модулярные системы 

счисления, непозиционные системы счисления) впервые использовались Гауссом [5]. 

 

Применение системы остаточных классов в вычислительной технике 

В системе остаточных классов целое положительное число  A представляется в виде последо-

вательности остатков или вычетов 

                          (1)                                                        

от его деления на заданные положительные целые числа 
1 2
, , ,

n
p p p , которые называют ос-

нованиями системы. Числа   i образуются следующим образом: 

 ,                         (2)  
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где  / iA p  обозначает целую часть от деления A  на ip . Из (2) следует, что цифра i-го раз-

ряда i  числа A  есть наименьший положительный остаток от деления A  на ip  и i ip  . В этом 

случае образование цифры каждого разряда производится независимо друг от друга. В соответствии 

с китайской теоремой об остатках представление числа  A  в виде (1) будет единственным, если ос-

нования ip  попарно просты между собой. Объем диапазона представимых чисел в этом случае равен 

1 2 nP p p p   . Здесь, аналогично позиционной системе счисления, диапазон представимых чисел 

растет как произведение оснований, а разрядность чисел растет как сумма разрядностей тех же осно-

ваний.  

Основные преимущества, которые позволяют эффективно использовать модулярную арифме-

тику в некоторых областях вычислительной техники: отсутствие переноса разрядов в операциях сло-

жении и умножении, а также отсутствие распространения ошибок. В отличие от позиционной систе-

мы счисления все элементы вектора равнозначны и ошибка в одном из них ведет всего лишь к со-

кращению динамического диапазона. Этот факт позволяет проектировать устройства с повышенной 

отказоустойчивостью и коррекцией ошибок [6,7]. 

Это и стало причиной того, что к концу 1950-х годов ученые и инженеры начали работать над 

адаптацией и применением системы остаточных классов для решения вычислительных задач, в част-

ности с целью реализации устройств быстрых арифметических и отказоустойчивых вычислений. 

Первыми мысль о возможности применения СОК в вычислительной технике в 1955 г. в краткой 

статье высказали чехословацкие инженер М. Валах и математик А. Свобода [8,9]. В США параллель-

но Х.Л. Гарнер опубликовал работу, в которой описывается система остаточных классов и арифмети-

ческие операции в ней. 

Первым в СССР в конце 50-х годов на систему счисления остаточных классов обратил внима-

ние Ф.В. Лукин и считал СОК очень перспективным направлением развития вычислительной техни-

ки [10]. Он пригласил учёных Д. И. Юдицкого и И.Я. Акушского в исследовательскую группу по раз-

работке новой ЭВМ на базе модулярной арифметики. В 1968 году И.Я. Акушский и Д.И. Юдицкий 

опубликовали книгу «Машинная арифметика в остаточных классах» [11], фундаментальный труд по 

новой машинной арифметике. Они были не только теоретиками в области СОК, но и принимали ак-

тивное участие в реализации специализированного компьютера (электронной вычислительной маши-

ны - ЭВМ) на основе СОК. Такой компьютер начал создаваться в Советском Союзе еще в 1957 г. [12]. 

В разработанном модулярном компьютере была достигнута рекордная производительность – 1,25 

млн. операций в секунду, что почти на порядок превышало производительность компьютеров того 

времени, которые проектировались на основе классической двоичной системы счисления. 

Примерно в тот же период 50-х годов идея применения СОК с малыми модулями в устройствах 

обнаружения ошибок в кодировании также была исследована Айкеном и Гарнером [13]. Пожалуй, 

самым примечательным продвижением в период с конца 1950-го и до середины 1960-го года, была 

исследовательская работа Сабо и Танаки в научной лаборатории авиастроительной компании США 

Lockheed. Они работали на корреляторе специального назначения, в то время как в тот же период ис-

следовательская группа из американской многоотраслевой компании (Radio Corporation of America – 

RCA) разработала электронную вычислительную машину общего назначения. Однако, эти работы не 

получили большого успеха, так как технология в 1950-е и 1960-е годы не могла справиться с уни-

кальными требованиями арифметики СОК. Результаты исследовательской работы Сабо и Танаки 

представлены и сохранились в единственной печати [14]. 

С середины 1970-х теоретические разработки начали применяться в технологических разработ-

ках. Более чем 150 работ были опубликованы в период с середины 1970-х до середины 1980-х годов в 

этом направлении, в этот же период получены первые патенты и книги по СОК. Первоначально, ос-

новной областью применения СОК являлась цифровая обработка сигнала. Хуан построил и испытал 

согласованный фильтр в двумерном СОК способный оперировать 20 миллионов операций в секунду 

[15]. В этот же период Смит в Мартин Мариэтте разработал быстрое преобразование Фурье (БПФ) в 

СОК [16]. Использование СОК для гребенчатого фильтра было описано Жюльеном в работе [17], а 

для аппаратных средств со сверхвысокой степенью интеграции (СВСИ) в системах СОК в работе 

Тейлора [18]. 
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В работе [17] рассматривается реализация СОК с массивами просмотровых таблиц, помещен-

ные с высокой плотностью в памяти только для чтения. Реализация такой системы ограничивается 

операциями сложения, вычитания, умножения и масштабирования на предварительно определенную 

константу. Особое внимание уделено алгоритму масштабирования, а также описаны разработанные 

два алгоритма масштабирования. 

На сегодняшний день в сфере цифровой обработки сигналов (ЦОС) в СОК посвящены много-

численные работы. В 1990-е годы была представлена так называемая «Машина Гаусса» - это процес-

соры ЦОС с высоким уровнем применения СОК [19]. Авторы [20] предложили высокопроизводи-

тельный комбинаторный процессор модульной арифметики для использования ЦОС. В 2001 году 

была предложена реализация дискретного вейвлет-преобразования (ДВП) на основе СОК [21]. 

 

Заключение 

В настоящее время СОК часто применяется при разработке эффективных и высокопроизводи-

тельных процессоров специального назначения [22]. СОК широко используется и в криптографии. 

Например, модулярная арифметика позволяет создавать эффективную аппаратную реализацию крип-

тографических систем [23]. Применение непозиционной системы счисления позволяет ускорить мед-

ленные вычисления в ассиметричных алгоритмах шифрования и повысить их надёжность [24-27]. 

Например, СОК широко используется при аппаратной реализации алгоритмов RSA и ECC.  

В Институте информационных и вычислительных технологий с 1996 года под руководством 

Бияшева Р.Г. проводятся научно-исследовательские работы (НИР) по темам программ фундамен-

тальных и прикладных исследований и грантов Комитета науки Министерства образования и науки 

Республики Казахстан. Целью проводимых НИР является разработка, исследование и реализация 

криптографических алгоритмов защиты информации, разработанных на базе непозиционных поли-

номиальных систем счисления, в инфокоммуникационных системах и сетях различного назначения.  
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Калимолдаев М.Н., Бияшев Р.Г., Нысанбаева С.Е., Бегимбаева Е.Е., Мағзом М.М. 

Есепетеуіш техникадағы қалдықтар класстар жүйесінің даму тарихы 

Түйіндеме. Бұл жұмыста есепетеуіш техникадағы қалдықтар класстар жүйесінің даму тарихы баяндала-

ды. Қалдықтар класстар жүйесінде үлкен разрядты сан  бірнеше кіші разрядты сандар жиыны түрінде қарасты-

рылады. Бұл параллельді өңдеуге және қателерді табуға мүмкіндік береді. Қалдықтар класстар жүйесі арнайы 

процессорлерді құрастыру кезінде және криптографияда жиі қолданылады. 

Негізгі сөздер. Қалдықтар кластардағы санақ жүйесі, модулярлы арифметика, позициялы емес полином-

ды санау жүйесі. 

 

Kalimoldayev M.K., Byashev R.G., Nyssanbayeva S.E., Magzom M.M. 

The history of the development of residue number system in computer technology 

Summary. The article describes the history of the development of residue number system. In RNS an integer is 

represented as a set of several low-bit integers. This allows parallel computing and error detection. Currently, RNS is 

often used in the development of effective and high-performance special-purpose processors. RNS is also widely used 

in cryptography. 

Key words. Cryptographic system, encryption algorithm, modular arithmetic, Feistel scheme, encryption mode. 
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ЖАҢА АҚПАРАТТЫҚ ТЕХНОЛОГИЯЛАРМЕН ОҚЫТУДЫҢ НЕГІЗГІ ҚАҒИДАЛАРЫ 

 
Түйіндеме. Мақалада білім беру процесінде компьютердің орны мен компьютер көмегімен іске асырыл-

ған бағдарламалық құралдарды қолданудағы педагогикалық мақсаттар, функционалды және әдістемелік тағай-

ындаулар, бағдарламалық құралдардың оқу-тәрбиелік талаптары қарастырылған. Қазіргі заманғы ақпараттық 

технология құралдарымен мұғалімдерге білім алушыларға тиімді әдістермен бағыт-бағдар көрсетуге мүмкіндік 

беру. Қазіргі қоғамда ақпараттандыру қоғамдық өмірдің барлық саласына, соның ішінде білім саласына да өз 

ықпалын тигізуде. 

Негізгі сөздер: компьютер, ақпараттық технология, оқыту үдерісі, оқыту, компьютерлік технология, пе-

дагогика, бағдарламалық құрал, білім алушы. 
 

Компьютерлердің өнеркәсіпте бірінші ұрпағы шығарылғаннан және олардың білім беру меке-

мелерінде пайда болуымен педагогика ғылымында пайда болған жаңа бағыт - компьютерлік оқыту 

технологиялары. 50-шы жылдардың соңында қуатты ЭЕМ фирмасының "Control Data Corporation" 

негізінде бірінші оқыту жүйесі Plato АҚШ-та әзірленді және ол 20 жыл бойы даму үстінде болды. 
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